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Algebras y o-dlgebras

Definicion 1. Sea F un conjunto y G una familia de subconjuntos de . Diremos que:

1. G es cerrada bajo complementos si A° € G para cualquier A € G.
2. G es cerrada bajo diferencias propias si B — A € G para cualquier pareja A, B € G

tal que A C B.

3. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) finitas si\Jj_, A; € G (resp. (\j_, A; €
G) para cualquier coleccion finita Ay, As, ..., A, de elementos de G.

4. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) infinitas numerables si U;’;l Ajeg
(resp. ﬂ;’il A; € G) para cualquier coleccion infinita numerable Ay, Az, As, ... de

elementos de G.

5. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) mondtonas si |-, A; € G (re-
sp- (V=1 Aj € G) para cualquier sucesion creciente (resp. decreciente) (A,) de
elementos de G.

neN’

Definicién 2 (dlgebra). Sea F un conjunto. Se dice que una familia A de subconjuntos de
F es un dlgebra si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Fe A
2. A es cerrada bajo complementos.
3. A es cerrada bajo uniones finitas.

Definicién 3 (o-dlgebra). Sea F un conjunto. Se dice que una familia S de subconjuntos
de F es una o-dlgebra si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. FeS.
2. & es cerrada bajo complementos.
3. & es cerrada bajo uniones infinitas numerables.

Obsérvese que toda o-dlgebra es también un dlgebra. En efecto, como F € &y & es cerrada
bajo complementos, el conjunto vacio () pertenece a . Asi que, si Ay, As, ..., A, son de
elementos de 3, entonces, definiendo A; = () para cualquier j > n, se tiene:



U;‘l:1 Aj = U;.L A e

Aunque estd dicho en las definiciones, enfatizo que un algebra, o una o-dlgebra, es un conjunto
cuyos elementos son conjuntos.

Definicién 4. Sea F un conjunto y G una familia de subconjuntos de IF. Llamaremos dlgebra
generada por G a la mads pequena familia de subconjuntos de F que forme un dlgebra y que
contenga a todos los elementos de G.

Ejemplo 1. Tomemos como F al conjunto N de los nimeros naturales.

a) Definamos:

A=1{1,23,4}

B =1{3,4,5,6}

El dlgebra A generada por los conjuntos A y B estd dada por:
A=1{0,{1,2},{3,4},{5,6},{7,8,9,10,...},{1,2,3,4} ,{1,2,5,6},{1,2,7,8,9,10,...},
{3,4,5,6},{3,4,7,8,9,10,...},{5,6,7,8,9,10,...},{1,2,3,4,5,6},
{1,2,3,4,7,8,9,10,...},{1,2,5,6,7,8,9,10,...},{3,4,5,6,7,8,9,10,...} ,N}

b) Sean A y B dos subconjuntos distintos de N y tales que ANB #0 y AUB # N.

Con el objeto de tener conjuntos ajenos de tal manera que Ay, Ay y N se puedan expresar
como union de algunos de ellos, partiendo de A, Ay vamos a definir 22 conjuntos ajenos, de
la siguiente manera:

D,=ANB

Dy = AN B¢
Ds=A°NB
D, = A°NB°

El dlgebra A generada por los conjuntos A y B estd dada por:

A =1{0,D;, Dy, D3, Dy, D; U Dy, D1 U D3, Dy U Dy, Dy U D3, Dy U Dy, D3 U Dy,
Dy U Dy U D3, D; U Dy U Dy, Dy UDsU Dy, Dy U DsU Dy, N}

Ejemplo 2. Tomemos como F al conjunto R de los nimeros reales y definamos:
A=11,3]

B =[2,4]



Siguiendo el ejemplo 1b, definamos:

Dy =ANB=]23]

Dy = ANB°=[1,2)

D3 = A°N B = (3,4]

Dy= AN B¢ = (—00,1)U (4, 00)

El dlgebra A generada por los conjuntos A y B estd dada por:
A=A{0,12,3],[1,2),(3,4], (—00,1) U (4,00),

[1,3],[2,4], (=00, 1) U[2,3] U (4,00),[1,2) U (3,4], (—00,2) U (4,00),(—00,1) U (3,00),
[1,4], (=00,3] U (4,00), (=00,1) U [2,00) , (—00,2) F U (3,00) , R}

Ejemplo 3. Dados 3 subconjuntos, A, B y C, de un conjunto F, podemos sequir el mis-
mo procedimiento que sequimos para el caso de dos conjuntos. Considerando intersecciones,
definimos 2® conjuntos:

Di=ANBNC
Dy, =ANBNCe
Ds=ANBNC
Dy=ANBNCe
Ds=A°NBNC
Ds=A°NBNCe
D, =A°NnB°NC
Ds = A°N BN Ce
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) uniones tomadas de 4 en 4, etcétera, hasta llegar a las (?)

Tomando el conjunto vacio, F, cada uno de los 8 conjuntos, las ( ) uniones por parejas, las

(g) uniones por ternas, las (i
uniones tomadas de 7 en 7, obtenemos un total de:

0+ G+ )+ 6+ 0+ 6+ )+ 6+ () =20 =256
conjuntos.

Quitando los que se repitan, obtenemos el algebra generada por los conjuntos A, B y C.



Ejercicio 1. Tomando como F al conjunto N de los nimeros naturales, definamos A como
el conjunto formado por todos los miltiplos de 2 y B como el conjunto formado por todos
los maltiplos de 3. Encuentra los 16 conjuntos que forman el dlgebra generada por A y B.

Ejercicio 2. Tomando como F al conjunto R de los nimeros reales, definamos A como
el conjunto formado por la union de todos los intervalos cerrados cuyos extremos sean dos
numeros pares consecutivos y que no se intersecten y B como el conjunto formado por la
union de todos los intervalos cerrados cuyos extremos sean dos nimeros impares consecutivos
Y que no se intersecten; es decir:

A=12,4Ul6,8] U[10,12]U---
B=1[1,3|U[5,7Ul9,11]U---
Encuentra los 16 conjuntos que forman el dlgebra generada por A y B.

Ejercicio 3. Sea J el conjunto por el vacio y todos los intervalos de la forma (a,b], (—oo, c|
o0 (d,0), donde a,b,c,d € R ya <b.

Demuestra que el conjunto A formado por todos los conjuntos de la forma | J;_, Ji donde
neNuyJ,...,J, son intervalos en [J, ajenos por parejas, es un dlgebra de subconjuntos de
R.
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Definicién 5 (Interseccién de o-dlgebras). Dado un conjunto F y una familia arbitraria
de o-dlgebras de subconjuntos de IF, se define la interseccion de esas o-dlgebras como la
familia de conjuntos que pertenecen a todas ellas.

Se puede ver ficilmente que la interseccién de o-dlgebras de subconjuntos de F es también
una o-dlgebra y, dada una coleccién arbitraria B de subconjuntos de F, siempre existe por
lo menos una o-dlgebra que contiene a todos los elementos de B, a saber, la formada por
todos los subconjuntos de . Se puede definir entonces una o-algebra como la interseccién
de todas las o-dlgebras de subconjuntos de ' que contienen a todos los elementos de B.

Definicién 6 (o dlgebra generada por una familia de conjuntos). Dada una colec-
cion A de subconjuntos de un conjunto F, se define la o-dlgebra generada por A como la
interseccion de todas las o-dlgebras que contienen a todos los conjuntos de A. Denotaremos
por o (A) a esta o-dlgebra.

Evidentemente la o-algebra generada por A es la méds pequena o-dlgebra de subconjuntos
de F que contiene a todos los elementos de A.

o-algebra de Borel en R

Una o-dlgebra de particular importancia es la de los conjuntos borelianos en R y, de manera
mds general, en R”.

Los conjuntos borelianos deben su nombre a Emile Borel quien los introdujo para caracterizar
a los subconjuntos de R a los cuales se les puede asignar una longitud.

La idea fundamental consiste en que se puede asignar una longitud a todos los subconjuntos
de R que se puedan obtener a partir de los intervalos mediante las operaciones conjuntistas de
unién numerable y diferencia. La definicion moderna se basa en la generacion de o-dlgebras
de acuerdo con la definicién anterior.

Cuando hablemos de intervalos de nimeros reales, vamos a incluir tanto a los finitos como
a los infinitos. Explicitamente, el conjunto de los intervalos de nimeros reales estd formado
por todos los de los tipos siguientes:

1. Los intervalos con extremos a y b, de cualquier tipo, donde a,b € Ry a < b.

2. Los intervalos de la forma [a, a], (—o0, a), (—00, al, (a,00) y |a,o0), donde a es un nimero
real cualquiera.

3. El intervalo (—o0, 00).

De acuerdo con lo anterior, no consideraremos como intervalo al conjunto vacio.
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Cuando los dos extremos de un intervalo sean nimeros reales, diremos que el intervalo es
finito; en caso contrario, diremos que es infinito.

Definicién 7 (o-dlgebra de Borel en R). La o-dlgebra de Borel en R, la cual serd de-
notada por B (R), es la o-dlgebra de subconjuntos de R generada por la familia de todos los
intervalos de nimeros reales. A los elementos de esa o-dlgebra los llamaremos borelianos de

R.

Ejercicio 4. Demuestra que la o-dlgebra de los conjuntos borelianos de R estd generada por
cualquiera de las siguientes familias de conjuntos.

Los intervalos de la forma (—oo, x|, donde x € R.
Los intervalos de la forma (—o0,x), donde x € R.
Los intervalos de la forma (a,b], donde a,b € R.
Los intervalos de la forma [a,b), donde a,b € R.
Los intervalos de la forma (a,b), donde a,b € R.

Los intervalos de la forma [a,b], donde a,b € R.

SERAE Y

o-algebra de Borel en R”

Definicién 8. Por una celda en R" se entenderd un conjunto de la forma Iy X --- X I,
donde I, --- , I, son intervalos en R.

Obviamente, si R = I} X - - - X I, entonces R es un conjunto acotado si y sélo si los intervalos
L, -+, I, son finitos. De la misma manera, R es un conjunto abierto (resp. cerrado) si y sélo
si los intervalos Iy, - - - , I,, son abiertos (resp. cerrados).

Denotaremos por R a la familia de celdas en R".

Definicién 9 (o-dlgebra de Borel en R"). La o-dlgebra de Borel en R", la cual serd
denotada por B (R"), es la o-dlgebra de subconjuntos de R"™ generada por R. A los elementos
de esa o-dlgebra los llamaremos borelianos de R™.

Proposicién 1. La o-dlgebra generada por la familia de celdas de R™ de la forma (—oo, 1] X
(—00, o] X - -+ X (—00, x|, donde (x1,x2,...,2,) € R", contiene a todos los subconjuntos de
R" de la forma By X By X ... X B, donde By, ..., B, son borelianos de R.

Demostraciéon

Sea ‘H la o-dlgebra de subconjuntos de R™ generada por la familia de celdas de R™ de la
forma (—o0, z1] X (—o00, 23] X -+ X (=00, x,], donde (z1,z3,...,x,) € R™.
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Sea (x1,Z2,...,x,) € R* y U C {1,2,...,n}. Para cada k € {1,2,...,n}, definamos la

sucesion de intervalos <J,£m)> y el intervalos Jj de la siguiente manera:

meN
Jo— {

o] sik ¢ U
sikeU

(—oo

R
oo:ck sik¢U
—oo,m| sikeU

Se tiene:

Jyx Ty x e Ty = U T o IS xS,
Asique J; X Joy x --- x J, € H.

Definamos G = {(—o0, 2] : x € R} U {R}.

(—o0,x] x R

Rx (=00, 4]

R xR

Por lo anterior, I; x --- x I, € H, para cualquier celda I; x --- x [, donde I, € G para
cualquier k£ € {1,2,...,n}.

La familia de conjuntos B € B (R) tales que I; X -+ x I,,_; XB € H, para cualquier celda
I x -+ x I,; € R"! tal que I, € G para cualquier k¥ € {1,2,...,n — 1}, forma una o-
algebra que contiene a los intervalos de la familia {(—oo, z| : € R}; por lo tanto, contiene
a todos los borelianos de R.

La familia de conjuntos B € B (R) tales que R xB € H y (—o0,z] x B € H, para cualquier
x € R, forma una o-dlgebra que contiene a los intervalos de la familia {(—oc0,y] : y € R};
por lo tanto, contiene a todos los borelianos de R

Asi que, para cualquier B € B (R), R xB € H y (—o00,z] X B € H, para cualquier x € R.

Para cualquier boreliano B € B (R), La familia de conjuntos A € B (R) tales que Ax B € H,
forma una o-dlgebra que contiene a los intervalos de la familia {(—o0,z] : x € R}; por lo
tanto, contiene a todos los borelianos de R.

Asi que, para cualquier B € B(R) y A € B (R), Ax B € H.

De la misma manera, si B,, es un boreliano de R cualquiera, entonces la familia de conjuntos
B € 8B (R) tales que [} X -+ x I,,_5 x B xXB,, € H, para cualquier celda [} X --- x I,, 5 de
R"2 tal que I, € G para cualquier k € {1,2,...,n — 2}, forma una o-dlgebra que contiene
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a los intervalos de la familia {(—o0, 2| : © € R}; por lo tanto, contiene a todos los borelianos

de R.

Continuando con este procedimiento, se obtiene que los conjuntos de la forma I x By X. .. X B,
donde I € Gy B»,..., B, son borelianos cualesquiera de R, pertenecen a H.

Finalmente, si B, ..., B, son borelianos cualesquiera de R, entonces la familia de conjuntos
B € B (R) tales que Bx By x...x B, € H, forma una o-édlgebra que contiene a los intervalos
de la familia {(—o0,z] : # € R}; por lo tanto, contiene a todos los borelianos de R.

Asi que, ‘H contiene a todos los subconjuntos de R™ de la forma By X By X ... X B,,, donde
By, ..., B, son borelianos de R.

En particular, H contiene a cualquier celda en R”, asi que contiene a todos los borelianos de
R™.

Finalmente, como H C B (R"), entonces H = B (R").

Corolario 1. La o-dlgebra de Borel en R™ estd generada por la familia de celdas de R™ de
la forma (—o0, 1] X (—00,xs] X -+ X (—00,x,], donde (x1,xs,...,x,) € R

Corolario 2. La o-dlgebra de Borel en R™ estd generada por la familia de subconjuntos de
R™ de la forma By X By X ... X B, donde By, ..., B, son borelianos de R.

Proposicién 2. La o-dlgebra de Borel en R™ estd generada por cualquiera de las siguientes
familias de conjuntos:

1. Dy: Las celdas de R™ de la forma

(_007371) X (_007'1:2) X X (—OO,ZL’n),

donde (x1,xa,...,1,) € R™
2. Dy: Las celdas de R™ de la forma

((Il,bl] X (CLQ,bQ] X e X (an,bn],

donde (ay,as, ..., ay,), (b1,bs,...,b,) € R™.
3. D3: Las celdas de R™ de la forma

(al,bl) X (CLQ,bQ) X+ X (@nabn>7

donde (ay,asg,...,ay,), (b1,be,...,b,) € R™.
4. Dy: Las celdas de R™ de la forma

[al,bl) X [ag,bg) X e X [an,bn),

donde (a1, as,...,a,), (b1,ba, ..., b,) € R™.
5. Ds: Las celdas de R™ de la forma

[al,bl] X [a27b2] X - X [an,bn],

donde (ay,as,...,a,),(b1,be,...,b,) € R™.

Demostraciéon

Denotemos por D a la familia de celdas de R™ de la forma:



(—00, x1] X (—00,xa] X «++ X (—00, T,],

donde (z1, s, ...,2,) € R™.

a) Sea (—00, 1] X (—00,x9] X -+ X (—00,x,] € D, entonces:

(—00, 1] X (—00,xa] X «++ X (—00, 7]

=Nov_y (00,21 + L) X (=00, 23+ =) X -+ X (—00,2, + =) € o (Dy).
Asi que, B (R") =0 (D) C 0 (Dy).

Ademais, todo elemento de D; es un boreliano de R™.

Por lo tanto, o (D;) = B (R").

b) Sea (—o0, x1] X (=00, x3] X -+ X (—00,x,] € D, entonces:

e}

o (=my ] X (—m, zo] X -+ - X (—m, ] € 0 (D2).

(—00, 1] X (—00, Ta] X -+ X (=00, x,] = J
Asi que, B (R") =0 (D) C 0 (Dy).
Ademads, todo elemento de Dy es un boreliano de R™.

Por lo tanto, o (Dy) = B (R").

c) Sea (ay,b1] X (ag,ba] X -+ X (an, b,] € Dy una celda no vacia, entonces:

(a1, b1]X (az, bo] X - X (an, bn) = Mooy (a1, b1 4+ =) x (ag, by + =) X+ -x (an, by + =) € 0 (D3).
Asf que, B (R") = 0 (Ds) C o (Ds).

Ademais, todo elemento de D3 es un boreliano de R™.

Por lo tanto, o (D3) = B (R™).

d) Sea (ay,b1) % (ag,by) X -+ X (an,b,) € D3 una celda no vacia, entonces:

(alvbl) X <a2;b2) XX (a'n;bn> = U::1 [al + %;bl) X [a2+ %7[)2) XX [an+ %abn) €
O'(D4).

Asi que, B (R") = 0 (D3) C o (Dy).

Ademais, todo elemento de D, es un boreliano de R™.

Por lo tanto, o (Dy) = B (R™).

e) Sea [ay,by) X [ag,bg) X -+ X [a,,b,) € Dy una celda no vacia, entonces:

[al,bl)X[ag,bg)X' . 'X[an,bn) = U;.::l [al,bl — %} X [a2,b2 — %} XX [an,bn — %] S O'<D5).
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Ast que, B (R") = o (D,) C o (Ds).
Ademads, todo elemento de D5 es un boreliano de R™.

Por lo tanto, o (D5) = B (R™).

Proposicion 3. La o-dlgebra de Borel en R™ estd generada por la familia de subconjuntos
abiertos de R™.

Demostracion

Sea GG un subconjunto abierto no vacio de R", entonces, para cada x € G existe una bola
abierta B de centro x y radio s > 0 contenida en G.

Sea r un nimero racional positivo menor que s y y = (y1, %2, - - -, ¥») un elemento de la bola
abierta de centro x y radio %T tal que, para cualquier k € {1,2,...,n}, y; es un nmimero
racional.

Obviamente x pertenece a la bola abierta de centro y y radio %r, la cual estd contenida en
B.

Definamos:

C=(y1— 55701+ 5:7) X (Y2 — 32y Y2 + 327) X - X (Yo = 557 Un + 3:7)-
La distancia entre dos elementos cualesquiera de C' es menor que la distancia entre los puntos
(y1— =ryo — 51 oo Y — 1) Y (Y1 + =7, Y2+ o7, oo, Yn + 5=7), la cual es igual a NIk

Como x pertenece a la bola abierta de centro y y radio %r, si x = (21,29, ...,x,), entonces
|z — yr] < %T para cualquier k& € {1,2,...,n}, asi que x € C. Por lo tanto, si z € C,
entonces:

d(z,x) < \/LETST<S.

Asi que C C B C G.

Denotemos por C al conjunto de celdas en R™ de la forma (71, s1) X (72, 82) X -+ X (7, Sn),
donde 7y, 81,79, S2, ..., Ty, S, son nimeros racionales. C es entonces un conjunto numerable
y, por lo anterior, para cada z € G existe C € Ctal que x € C'y C C G.

Por lo tanto, G se puede expresar como la unién de una coleccién finita o infinita numerable
de conjuntos en C, cada uno de los cuales un boreliano de R". Asi que G es un boreliano de
R™.

Finalmente, la familia de subconjuntos abiertos de R™ contiene a las celdas en R™ de la forma
(—00,x1) X (—00,x9) X -+ X (—00,x,), donde (x1,z3,...,x,) € R", las cuales generan a la
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o-dlgebra de Borel en R™. Asi que también la familia de subconjuntos abiertos de R™ genera
a la o-dlgebra de Borel en R™.



